
低维流形的 Seiberg-Witten 不变量

林剑锋

Seiberg-Witten 方程组由物理学家 Witten 于 1994 年提出（基于其与
Seiberg的合作）。过去三十年，拓扑学家成功利用这组方程定义了三维与四
维流形的拓扑不变量，取得了巨大成功。时至今日，Seiberg-Witten 方程在
低维拓扑的应用依然是一个活跃的研究领域。本文档旨在向初学者介绍进

入该领域的一些有用文献。需要指出的是，本文只介绍 Seiberg-Witten 理
论的数学部分，不涉及其深刻的物理背景。

以下文献大致按照从浅入深的顺序，笔者可以按照自身实际情况调整

（例如跳过一些初比较吃力的内容）。

• Seiberg-Witten 不变量是光滑四维流形最重要的不变量之一。因此在
正式学习 Seiberg-Witten 理论之前，建议先学一些四维拓扑:

1. 首先推荐 Manolescu 的视频报告 [Ma1] 和综述文章 [Ma2]，可以
对四维拓扑领域的发展有一个大体的了解。

2. 接着可以学习四维流形的经典不变量（同伦型，示性类与相交
型），这里推荐 Manolescu 课程笔记 [Sh] 的第一章。

• Seiberg-Witten 理论的预备知识:

3. 微分几何方面，包括向量丛上的联络，曲率和 Chern-Weil 理论
初步。Moore[Mo] 的第一章总结了这些知识。

4. 分析方面，需要了解一些 Sobolev 空间和椭圆算子的基础。这里
推荐 Donaldson-Kronheimer[Do] 的附录，用不到十页的篇幅总
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结了最有用的结论（许多证明被略去）。想要更系统学习这部分

内容，建议看 Evans [Ev] 第五、六章（前四章可跳过）。

• 完成这些准备工作后，就可以正式开始学习 Seiberg-Witten 理论了。
有两本经典教材，作者分别是 Morgan [Mor] 和 Moore [Mo]。根据个
人喜欢二选一即可。（个人更喜欢 Morgan 的书，细节更多一些。）

• 理解了 Seiberg-Witten不变量的定义和基本性质后。可以学习 Seiberg-
Witten 理论在四维拓扑中更深入的应用，推荐以下文献：

5. [Sh] 的第四章介绍了 Seiberg-Witten 理论在四维拓扑中的几个
优美的应用：Thom猜想的证明，Milnor猜想的证明，Donaldson
对角化定理的证明，R4 上的怪异微分结构，Furuta 10/8 定理的
证明。（第二、三章可跳过）。

6. 对于四维辛流形，Taubes 证明了 Seiberg-Witten 不变量有很强
的限制，并与流形的 Gromov 不变量本质上是等价的。可以参考
Hutchings-Taubes 的笔记 [Hu]。

7. Fintushel-Stern的笔记 [Fi]介绍了一些重要例子的 Seiberg-Witten
不变量（如椭圆曲面），以及 Seiberg-Witten 不变量的手术公式。
利用所谓的 Fintushel-Stern 手术，可以证明几乎所有已知的辛
四维流形上都无穷多个光滑结构。

• 至此，读者对四维流形的 Seiberg-Witten 理论已经有一定的了解。接
下来可以学习三维流形的 monopole Floer 同调，推荐以下参考文献：

8. Kronheimer-Mrowka 定义了一般三维流形的 monopole Floer 同
调，他们的书 [KM]是该领域最经典的教材。（全书共 800页，包
含了该理论完整的分析细节）。对于初学者，建议先读完第一章。

从而对整个理论框架有一个大体的了解。就可以用它作为工具，

读一些经典论文了。等到有了更多积累，再回来读剩下部分。

2



9. 相比于 Kronheimer-Mrowka 的书，F. Lin 写了一个笔记 [Lin]，
更简洁的介绍了 monopole Floer 同调构造的一些想法以及拓扑
应用（例如 Frøyshov 不变量，以及 Floer 同调在 Morse-Bott 情
形下的定义）。

10. Manolescu [Ma3] 利用动力系统中的 Conley 指标理论，对于同
调球给出了 monopole Floer同伦型理论。该理论成为 Manolescu
证否高维三角剖分猜想的核心工具。这部分内容可以参考 [Ma4]。

11. Ozsváth-Szabó 利用三维流形的 Heegaard 分解和拉格朗日相交
同调，定义了三维流形的 Heegaard Floer 同调。它与 Monopole
Floer 同构，可以组合计算，并有许多拓扑应用。因此学习一些
Heegaard Floer同调理论的初步是很有帮助的，推荐读 Ozsváth-
Szabó 的两个笔记 [Oz1, Oz2]，介绍了 Heegaard Floer 同调的定
义、性质（正和三角）以及应用（Property P 猜想的证明）。
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