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田垠

低维拓扑中的量子不变量发端于二十世纪八十年代，Jones 关于链环多项
式不变量的工作 [Jo]。Jones 最初的构造利用了一类 von Neumann 代数上的
trace函数。Witten从量子场论的角度，利用三维 Chern-Simons理论和二维共
形场论，给 Jones多项式一个内蕴的解释 [Wi]。在数学上，将 Jones多项式推广
到三维流形的工作，由 Reshetikhin-Turaev 利用量子群的表示论 [RT1, RT2]，
和 Drinfeld、Kohno 利用仿射李代数和共形场论完成 [Koh1]。在拓扑上，各种
Skein 关系扮演了重要角色，包括 Kauffman 对 Jones 多项式的刻画 [Ka]，以
及发现更一般的 HOMFLY-PT 多项式 [HO, PT]。此后，量子不变量主要在拓
扑量子场论的框架下描述，这一概念最初由 Atiyah, Segal 提出 [At, Se]。例
如，交换的 Forbenius 代数与二维拓扑场论一一对应；而 Jones 多项式则是三
维 Witten-Reshetikhin-Turaev(WRT) 理论的一部分。

出于联系三维 WRT 理论和四维 Donaldson 理论的初衷，Crane-I.Frenkel
在九十年代提出范畴化的概念 [CF]。抽象来说，范畴化试图把整数实现为线性
空间的维数，更进一步地把线性空间实现为范畴的 Grothendieck 群。从拓扑场
论的角度看，范畴化对应着将场论的维数提升 1. 必须强调的是，范畴化存在的
条件其实是非常苛刻的。

范畴化最生动的诠释，当属世纪之交的 Khovanov 同调，这一链环不变量
的分次维数恰好是 Jones 多项式 [Kh1]。Khovanov 同调的构造并不复杂，而且
是纯代数的，主要工具是一个二维的 Frobenius 代数，即 H∗(CP1). Khovanov
同调作为四维拓扑场论的一部分，其构造依赖于 R4 上标准的微分结构。一个

相关的应用是 Rassmussen关于环面纽结的 Milnor猜想的一个组合证明 [Ra2]，
原有的证明是由 Kroheimer-Mrowka 利用规范理论给出的 [KM]。大家期待可
以利用 Khovanov 同调进一步研究四维光滑结构；同时，如何将 Khovanov 同
调推广到一般的三维流形，也是大家关心的问题。

此后，范畴化在拓扑和代数方面分别演进。拓扑方面，Ozsvath-Szabo 利
用辛几何中的 Floer 理论构造了三维流形的 Heegaard Floer 同调 [OZ1]；关于
纽结的 Knot Heegaard Floer 同调则提供了 Alexander 多项式的范畴化 [OZ2,
Ra2]。Khovanov-Rozansky利用 Matrix factorization构造了 sln 链环不变量和
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HOMFLY-PT 多项式的范畴化 [KR1, KR2]；利用 Hecke 代数的范畴化，So-
ergel双模，以及 Rouquier关于辫子群的范畴化，Khovanov构造了 HOMFLY-
PT 多项式的另一个范畴化 [Kh2]。代数方面，范畴化与量子群、Hecke 代数
上存在典范基 (canonical basis) 有着内在的联系；其中 Hecke 代数的范畴化，
与李代数表示论中的 Kazhdan-Lusztig 猜想直接相关。在量子群方面，Kho-
vanov,Lauda,Rouquier 发现了一类新的代数，KLR 代数/quiver Hecke 代数，
实现了量子群的范畴化 [KL, Ro]。

关键词：拓扑量子场论，Jones 多项式，量子群，Skein 关系，Khovanov 同
调，范畴化。

引用的原始文献绝大多数可读性都很强。除此以外，还有如下的学习资料：

• 三维量子不变量：[Tu]
• 二维共形场论：[Koh]
• 二维拓扑场论：[Ko]
• Khovanov 同调：[AK, BN]
• Heegaard Floer 同调: [OZ]
• 量子群和典范基：[FK]
• Hecke 代数：[EM]
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